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Resumo
O trabalho tem como objetivo analisar se o uso recorrente de funções de
utilidade com coeﬁciente de aversão relativa ao risco (CRRA) constante em
pesquisas de ﬁnanças aplicadas é condizente com os dados. De certa forma,
levantamos a hipótese que o grau de aversão relativa ao risco do indivíduo
possui relação distinta com os níveis diferentes de sua renda (consumo).
Assim sendo, utilizamos polinômios ortogonais para expandir a função de
utilidade do agente a partir de dados da economia brasileira e, fazendo uso
do modelo desenvolvido por Lucas [11], encontramos evidências que sinali-
zam que a aversão relativa ao risco varia com a renda do indivíduo.
Palavras-chave: Polinômios de Legendre; CCAPM; Função de utilidade;
Estimação não-paramétrica; Brasil.
Abstract: In this paper, we analyze whether the recurrent usage of CRRA
utility functions in applied ﬁnance is supported by empirical evidence. We
assume that the coeﬃcient of relative risk aversion depends on consumption.
Thus, into the context of Lucas’ model, we use an orthogonal polynomial
functional basis in order to expand the utility function of a representa-
tive agent. Using Brazilian data, we ﬁnd evidences which point towards a
consumption-dependent coeﬃcient of relative risk aversion.
Keywords: Legendre polynomials; CCAPM; Utility function; Non-parametric
estimation; Brazil.
JEL Classiﬁcation: C32, D01, G12.
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1 Introdução
A ênfase no problema de maximização intertemporal da utilidade dos agentes
no tratamento de assuntos econômicos se inseriu no campo das Finanças por
meio dos trabalhos de Rubinstein [14], Lucas [11] e Breeden [3]. Em seu ar-
tigo precursor, Lucas [11] examina o comportamento estocástico dos preços
dos ativos em uma economia de trocas puras. Com a ﬁnalidade de aplicar
o trabalho desenvolvido por Lucas, Mehra e Prescott [12] empregam uma
variação do modelo proposto e calibram em seu trabalho os parâmetros de
interesse, em particular o coeﬁciente de aversão relativa ao risco do agente
representativo, por meio da metodologia de Kydland e Prescott [9]. Uti-
lizando dados históricos da economia norte-americana, Mehra e Prescott
[12] mostram que seria necessário um coeﬁciente de aversão relativa ao risco
demasiadamente alto para que a grande disparidade observada entre os ren-
dimentos do mercado acionário e dos títulos da dívida pública da economia
dos EUA fosse reproduzida pelo modelo de Lucas. Este achado foi batizado
pelos autores de equity premium puzzle.
Vários de artigos foram publicados nos anos subseqüentes à publicação
do artigo de Mehra e Prescott [12], com o intuito de solucionar o puzzle.
Weil [15] utiliza uma função de utilidade Kreps-Porteus caracterizada por
uma elasticidade de substituição intertemporal constante e um coeﬁciente
de aversão ao risco também constante. Constantinides [4] propõe a utili-
zação de uma função de utilidade na forma habit formation para o agente
representativo, de modo que consumo passado de alguma forma interﬁra
na utilidade presente. Bernatzi e Thaler [1] introduzem duas novas carac-
terísticas comportamentais para o agente representativo: assumem que os
investidores são “avessos à perda”, no sentido que eles são mais sensíveis à
perda que ao ganho, e que avaliam sua carteiras de investimento freqüente-
mente, mesmo as de longo prazo. Para a economia brasileira, os trabalhos
de Bonomo e Rodrigues[2], Pessoa, Bonomo e Garcia [13], Domingues[?] e
de Cysne[6] merecem destaque.
Temos que todos os trabalhos citados até o momento assumem uma forma
exata para a função utilidade do agente representativo. Em nosso trabalho,
todavia, não iremos restringir a forma funcional da utilidade do agente.
Portanto, o objetivo é estimar a forma funcional da utilidade expandindo-a
por polinômios de Legendre, em um modelo como proposto por Lucas [11].
Assim, deixaremos que os dados nos digam, primordialmente, a forma da
utilidade do agente, para então calcularmos o coeﬁciente relativo de aversão
ao risco do mesmo.
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2 Modelo
A estrutura do modelo e seus objetos serão apresentados a seguir. Seja um
conjunto T ⊂ N enumerável uma indexação temporal e (Ω,Ft,P) um es-
paço de probabilidade ﬁltrado, onde Ω é o espaço amostral, Ft é deﬁnido por
uma função F : T → P (A), A uma σ-álgebra de subconjuntos de Ω, tal que
t > s ⇒ Fs ⊂ Ft, e onde P : A → [0,1] é uma probabilidade em A. Sejam,
ainda, `∞ =
n
(xn)n∈N ; sup|xn| < ∞
o
o conjunto das seqüências limitadas,
e S = {X; X : Ω × T → R; (ω,t) 7→ X (ω,t) ≡ Xt;(X (ω,t))t∈T ∈ `∞
o
o
conjunto dos processos estocásticos limitados. Tem-se ∀t ∈ T , ∀X ∈ S,
∃µX : R → [0,1] tal que µX (H) = P (X−1 (H,t)), onde X−1 (H,t) =
{ω ∈ Ω; X (ω,t) ∈ H} ∈ Ft, isto é, a cada t, X é variável aleatória Ft
mensurável.
No ambiente acima exposto, sejam ct o consumo per capita e Bt ≥ Bmin
o pagamento bruto sobre títulos do governo, pagável em t + 1, cujo valor
presente é R
−1
t Bt, e em que R
−1
t é a taxa de retorno livre de risco. Sejam
ainda Nt ≥ Nmin a quantidade de ações em posse do agente representativo
- a ser deﬁnido a seguir -Pt o preço de uma ação a menos dos dividendos, e
yt o ﬂuxo de dividendos em t. A princípio - e por generalidade - podemos
considerar essas variáveis como processos estocásticos, i.e., c,B,N,R,P,y ∈
S.
Consideremos um agente representativo caracterizado por uma função de
utilidade instantânea u : (0,1) → R, a 7→ u(a), com u0 (a) > 0 e u00 (a) < 0.
Temos u◦c ∈ S, (ω,t) 7→ u(ct). Sua utilidade presente descontada ao tempo
















t=t0 maximizam Et0U (c,t0), sujeito à restrição orçamentária
ct+R
−1
t Bt+PtNt ≤ At e à equação de transição At = Bt−1+(Pt + yt)Nt−1,
∀t ≥ t0, com Nt0−1 e Bt0−1 dados, e onde At é o estoque de ativos em t.
Por não-saciedade, a restrição orçamentária valerá com o sinal de igual-
dade, de forma que ct + R
−1
t Bt + PtNt = Bt−1 + (Pt + yt)Nt−1, ∀t ≥ t0. Se
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Bt−1 + (Pt + yt)Nt−1 − ct − R
−1




























Et0 {λt+1 (Pt+1 + yt+1) − λtPt} = 0,
∀t ≥ t0. Deﬁnindo Re
t+1 ≡
(Pt+1+yt+1)
Pt , omitindo os asteriscos, e usando a lei











Suponhamos que os dividendos evoluam segundo yt = xtyt−1, onde xt é a
taxa estocástica de crescimento, a qual segue um processo AR(1) da forma
xt = ρxt−1+wt, com wt ∼ iiN (0,σ2
x). Isto implica em xt+1|It ∼ N (ρxt,σ2
x),
onde It é o conjunto de informação em t. No estado estacionário tem-se,
obviamente1, c∗









R u0(sct)f(ρ0 + ρ1xt,σ2
η)ds e f(µ,σ2) é a função densidade
de probabilidade de uma distribuição normal com média µ e variância σ2.







onde εt é um ruído branco com variância σ2
ε.
1Ver, por exemplo, Ljungqvist e Sargent[10].
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3 A criação de uma utilidade genérica
Usualmente, estima-se o modelo descrito acima supondo que a função utili-
dade seja da família CRRA, na forma U (c) = cγ−1 (γ − 1)
−1. Uma proprie-
dade dessa função é que o coeﬁciente de aversão relativa ao risco é constante
e igual a γ. Porém, pode-se ser mais genérico quanto à forma da função
utilidade. Desta forma, nesta seção será construída a representação genérica
de uma função de utilidade..
Hipótese 1. Existe uma função contínua e estritamente crescente e côncava
U ∈ L
2 (0,1) que ordena as cestas de consumo do agente representativo2,
onde L
2 (0,1) é o espaço (de Hilbert3) das funções f : (0,1) → R tal que f
é mensurável em (0,1) e
 1
0 |f (x)|
2 dx < ∞.
A Hipótese (1) diz que a função utilidade atende às condições necessárias
à maximização do problema proposto por Lucas [11] e, por pertencer a um
espaço de Hilbert, permite que usemos teoremas válidos nesses espaços na
nossa análise.
Os passos a seguir visam a mostrar que essa função utilidade genérica
pode ser aproximada por uma soma de polinômios ortogonais.
Deﬁnição 1. Um subconjunto E de um espaço H de Hilbert é dito ortonor-
mal se: (a) kek = 1, ∀e ∈ E; (b) e ⊥ e0, ∀e,e0 ∈ E. Diz-se que E é uma base,
ou um conjunto ortonormal maximal, de H, se s ⊥ e, ∀e ∈ E ⇒ s ∈ E.4
Teorema 1. Seja E = {ei : i ∈ I} uma base de um espaço H de Hilbert.
Então para todo x ∈ H, x =
P
I hx,eiiei.
Demonstração. Ver Conway [5, proposição 4.7, p. 15].
Este teorema diz que cada elemento do espaço de Hilbert pode ser escrito
como uma soma, possivelmente inﬁnita, de projeções ortogonais nas direções
dos componentes da base.
2Aqui, como há apenas um bem, ela compara as cestas de consumo de diferentes
instantes do tempo.
3L
2 (0,1) é um espaço de Hilbert, isto é, é um espaço com produto interno completo
na sua norma associada. No caso, hf,gi =
 1






4Se todos elementos não tiverem norma igual a um, então basta dividi-los por suas
respectivas normas.
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Teorema 2. Seja E uma base de um espaço H de Hilbert. Então, hx,ei 6= 0
para no máximo um número enumerável de vetores em E. Isto é, para cada






Demonstração. Ver Conway [5, corolário 4.9, p. 15].
Assim, é possível descrever qualquer elemento de H como uma soma
enumerável de projeções ortogonais na direção de elementos da base desse
espaço.





1 n = 0
(2nn!)
−1 dn
dxn (x2 − 1)
n n ≥ 1
são chamados de polinômios de Legendre.
Teorema 3. A seqüência (Pn) de polinômios de Legendre é uma base do
L
2(−1,1).
Demonstração. Ver Haaser e Sullivan [8, teorema 8.3, p. 305].
Os polinômios originais são deﬁnidos em (−1,1), contudo, com a trans-
formação x 7→ 2x − 1, pode-se fazer com que o seu domínio seja o (0,1),
como se quer aqui. Os novos polinômios transladados a este último domínio
são dados por ˜ Pn (x) = Pn (2x − 1). Para ilustrar, os primeiros polinômios
são
˜ P0 (x) = 1
˜ P1 (x) = 2x − 1
˜ P2 (x) = 6x
2 − 6x + 1
˜ P3 (x) = 20x
3 − 30x
2 + 12x − 1.
O teorema (3) permite que escrevamos a nossa função utilidade genérica
como uma soma de polinômios de Legendre, já que eles expandem o espaço
64 DADOS
das funções na qual ela está contida. Então a verdadeira função utilidade















onde os ˜ Pi são os polinômios de Legendre transladados ao (0,1). Dado que
essa soma inﬁnita converge para U (c), podemos aproximá-la por
U (c) ' u(c) =
N X
i=0
αi ˜ Pi(c). (6)
Como os problemas de maximização são indiferentes a transformações
aﬁns6 nas funções objetivos, (6) pode ser simpliﬁcada de duas formas: (a)
pode-se subtrair o polinômio constante P0; (b) pode-se dividir a função por




αi ˜ Pi(c), αi6=1 ∈ R e α1 ∈ {−1,0,1}. (7)
É esta função u(c), dada por a soma dos polinômios de Legendre, que
será usada na estimação.
4 Dados
Os dados utilizadas no trabalho tem periodicidade trimestral e se situam
no intervalo de janeiro de 1996 a dezembro de 2009. A série do consumo
do agente representativo a ser usada no modelo deve ser condizente com
seu consumo de bens não-duráveis e serviços. Na ausência de tal série de
dados, foi construída uma que engloba o Produto Interno Bruto (PIB) da
agricultura, subtraída a parte exportada e somada a parte importada, o PIB
da industria de produção e distribuição de eletricidade, gás e água e o PIB
do setor de serviços. Todas as séries foram foram calculadas pelo Instituto
Brasileiro de Geograﬁa e Estatística (IBGE) e remete à produção física.
Com a obtenção dos dados e a formação de uma nova série, esta foi
dividida pela série da população residente do Brasil, calculada pelo IBGE.




   ˜ Pi
   vem da equação (5) e do fato de os polinômios
de Legendre não terem norma igual a um, então a base ortonormal é
n
˜ Pi




6Transformações da forma x 7→ Ax + b.
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Como a série da população residente é disponível apenas em periodicidade
anual, a sua transformação para trimestral foi feita através de interpolação
geométrica. Após estas transformações, obtivemos a série de consumo do
agente representativo utilizada no trabalho. A série de crescimento dos divi-
dendos, que no equilíbrio é o próprio consumo, foi construída simplesmente
dividindo o consumo em t + 1 pelo consumo em t.
O índice Ibovespa de ações foi utilizado para representar o ativo singular
da economia. Todas as séries utilizadas estão deﬂacionadas pelo Índice de
Preço ao Consumidor Amplo (IPCA) e dessazonalizadas.
São apresentados, a seguir, os gráﬁcos das séries utilizadas no trabalho
No Gráﬁco 1, temos o gráﬁco do índice de consumo per capita de bens não-
duráveis utilizado no trabalho, no Gráﬁco 2, o crescimento do consumo per
capita e no Gráﬁco 3, o retorno do Ibovespa.
Gráﬁco1 - Consumo per capita de bens não-duráveis
Gráﬁco 2 - Crescimento do consumo per capita de bens não-duráveis
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Gráﬁco 3 - Retorno do Ibovespa
Abaixo, algumas estatísticas amostrais das séries utilizadas, onde (1) é
o consumo per capita de bens não duráveis, (2) é o crescimento do consumo
per capita dos bens não-duráveis e (3) é o retorno do Ibovespa:
Estatística (1) (2) (3)
Média 2256.9266 0.0072768 0.0414515
Mediana 2159.0566 0.0089890 0.0339741
Máximo 2847.1074 0.0403155 0.3243164
Mínimo 1959.7408 -0.0435939 -0.2464895
Desvio padrão 253.20788 0.0171793 0.1389711
Observações 56 56 56
Tabela 1 - Estatísticas amostrais
Utilizamos uma aproximação para a função de utilidade do agente por
meio de funções ortogonais. Aqui, nos detivemos aos polinômios de Legendre
para tal aproximação, sendo que estes polinômios têm como domínio o in-
tervalo (0,1). Assim sendo, tivemos que mapear os valores encontrados para
o consumo do agente para dentro deste intervalo. O mapeamento foi feito




→ (0,1) deﬁnida por m(c) = −e−wc + 1,
onde w foi escolhido de forma a maximizar7 a variância do consumo no novo
7O objetivo de maximizar a variância é resultar em valores transformados de consumo
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mapa. Vale notar que o consumo não pode assumir valores negativos.
5 Estimação
A equação (4), com U assumindo a forma dada em (7), pode ser vista como
uma regressão não linear de Rt+1 contra ct e xt, e pode ser resolvida pelo
método da máxima verossimilhança. Este método8 consiste em achar o
conjunto de parâmetros que maximiza a probabilidade (densidade) conjunta
da série de dados obtida (R).
Seja θ = (α2,...,α6,β,ρ0,ρ1,ση)
0
o vetor com os parâmetros a serem
estimados. Pode-se representar a regressão não-linear na forma matricial da
seguinte forma:
1. Seja r o vetor (Tx1) com elementos da forma ri = Re
t+1, onde T é o
tamanho da amostra, já ajustado para o fato das variáveis não serem
contemporâneas;
2. Seja h(θ) o vetor (Tx1) com elementos hi (θ) =
u0(ct)
βg(xt,ct) e;
3. Seja  o vetor (Tx1) com elemento i = t+1.
Então, a regressão (4) ﬁca r = f(Z,θ) + .
Supondo que os erros sejam independentes e identicamente distribuídos


























A função de verossimilhança é L(r,θ,σ) =
QT
i=1 f (ri) e a de logverossi-
milhança é l(r,θ,σ) =
PT














ln2π − nlnσ −
1
2σ2 (r − h(θ))
0
(r − h(θ)). (10)
o mais longe possível um do outro de forma a reduzir o esforço computacional na varredura
dos grides no cômputo da quase-máxima verossimilhança.
8O método exposto segue Davidson e MacKinnon [7].
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Uma alternativa para maximizar l(r,θ,σ) é primeiro concentrá-la em








σ3 (r − h(θ))
0








Substituindo (11) em (10) tem-se a verossimilhança concentrada,
l


























onde C é uma constante que não depende de θ. A verossimilhança pode



















Para que a equação (12) valha, é necessário que
P
i



































O estimador de máxima verossimilhança de {α2,...,α6} é dado, então,
por














A maximização foi feita por busca em uma grade dos α’s que atendiam as
restrições impostas à função utilidade (crescente e côncava).9 As estimativas
encontradas estão na Tabela 2 a seguir.
9Na primeira grade o espaçamento utilizado foi 0.02. Na segunda, ao redor do primeiro
máximo, usou-se um espaçamento de 0.0025.








Tabela 2 - Parâmetros Estimados
6 Resultados e Conclusão
Uma vez estimado os parâmetros, calculamos a forma da utilidade e o coe-
ﬁciente de aversão relativa ao risco. A utilidade está exposta no Gráﬁco 4,
e o coeﬁciente de aversão relativa ao risco está exposto no Gráﬁco 5 que se
seguem:


















Gráﬁco 4 - Utilidade Estimada
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Estimated coefficient of relative risk aversion
Gráﬁco 5 - Coeﬁciente de aversão relativa ao risco
De acordo com o Gráﬁco 6, a função utilidade que podemos inferir a par-
tir dos dados, no intervalo do dados obtidos, nos sugere que a utilidade dos
agentes que melhor se adéqua ao caso não é do tipo que possui o coeﬁciente
de aversão relativa ao risco (CRRA) constante, como amplamente usado em
trabalhos que buscam estimar os retornos pelo modelo CCAPM ou mesmo
avaliar o equity premium puzzle.
Ainda, encontramos indícios de que o coeﬁciente de aversão relativa ao
risco é maior para níveis menor de consumo, decaindo com o aumento do
consumo. Desta forma, leva a crer que famílias com menor poder aquisitivo
estão menos propensas a tomar risco.
Assim, no trabalho não restringimos a forma funcional da utilidade dos
agentes no problema de preciﬁcação de ativos por maximização intertem-
poral da utilidade de um agente representativo. Ao contrário de trabalhos
existentes, utilizamos polinômios ortogonais para relatar, como função dos
dados, como o nível de consumo afeta a aversão ao risco do agente. Como
conclusão, encontramos evidências que não corroboram com a forma fun-
cional da função de utilidade que é amplamente utilizada em trabalhos de
ﬁnanças aplicadas.
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